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) ik getal n eep noriz
x) = £(x

i g sy ).
eldt g{0) + g{i4,} * gld/nde ... g'-(. 4w} = O. Hieruit volgt dat 52"

NE

s Of glx) zowel positieve als negatisve waarden aan kan nemen. Dan is
Gahier aan ? :z@ydat g( E Q’ 3.0,&0‘\'.3? f(ET'%ﬁ = fls‘p‘ ’ v

. Deze Btelling is weinig belangwekkend, “het spreekt haast vanzelf®,
volgende stelling (P.Levy[ 2}) wekt daarom misschisn enige verwondering,

é a 8. 8. ¢een pos ittaf petal < ¥ fg.dat ni 2%t ALy E mes eefl natuurerd i o
o f-“j } %R B o :‘ » ’;7 l‘- ] R » ‘ - 2 X . . P : P ' _ D T 4 ' r ® 4 . in

Powlis: Do functls £(x) = SiD% TX -.x Sin voldost, Imsers £{0) = £

Bovendien 18 £{x + s) - £(x) = -3 sin* -g- %Ogvoa? alle x.

Deze lieel sanvoudige stellingen houben de volgends achtergronds
Beschouwen we een willekeurig vlak continufim C,d.i. een begrensde,ges
ten,samenhangende puntverzameling. In het vlak leggen we willekeurig -~ ..
gen assenkruis 4% -Onder & (£} verstasn we de verzameling van 1:

ten van herizontale {d.w.z. # met de X~as) Roorden van C. We spreken nog :
als M. een yorzameling niet negatieve getallen woorsteit, M®  do complemen
verzameling in het gebied van de niet negatieve getallen veoorstelt. Een verz
meling M hoet gpdditisf els uit a & M en b & ;{olgt a+tbhreM o

. Nu gelden de volgende stellirgen { H.Hopflli|js ' : -

: We bewljger 3. Onder C g verstaan we ds puntverzame gs;die ontstaat dog
C over een afstend s naar rechts fe verschuiven.hls $ € > (() volgt C.Co
d.w.2. C &n Cg hebben minstens 8én punt gemeen. Als ¢ g 3“(@) volgt :
.Cs =0y dov.z, © an 05 hebben gzen punt. gemeen. ' , .

. He%t is veldesnds te bewijzen dat voor jeders 2% O en b > O uit C.C
£ 4= 0 volgt C.La.s = 0. Tets anders geformuleerd: uit C.Cg = 0 en
Ogeg = 0 volat C.Gppd = 0. ~ , L
We beschouwsn de Verzumeling C + C g ¥ C and Een punt wit deze v
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 ling,waarvony de x-¢bérdimeat minimaal is bahoort tot Lysen met maximale xecoe.
. Brdinaat tot Cp.¢ “en van de punten met maximsle y-cofrdinast behoort tot
G, s%0 ook &én van de puntan met de kleinsts y-colrdineat. (zie figuar 1).
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- Omdat C.C, =0, Cuee = 0 bestast er sen positiave afstand r van Cp
Wt O el e We beschouwen ny Je spen verzamsling (s, 8 van alle
punten die iﬁ‘n L osen alstand <& g ™ tebbun. Laat P een punt ziip van C
met 20 klein mogelijke v = cofrdinnat,d cen punt van C met 20 groot eogelijke
Y o« cofvdinaat,dan kunnen P er § doo? ssm gebraken 1iin We, die gehsel in

. {Ca %) 1igt.verbonden worden. Varder tokensn we nog de gebheoken 1lijm Wy
door uit Q over een afstand ¢ rasy boven & zeafgdan neay links %ot de x~aolps
dinzat § kieinar 1s dan do Xleinste u-cofrdinsat,dearna verticsal naar bsneden
ot de yecodrdinset { kleiner Sy dan de yeordrdinest van Ponear rechits tob vepe
tizaal onder F en lenslotie wertieasal rear boven tod &, ‘

Teder punt van € heeft | als owloopszetal wodr W.+ We 3 feder punt van
C gt et JO als omloopsgetal ooy \A. Wy  Dus liggen C en O po# in
ve®schilisonde gebmdeng_wmarin het wlak doar % e %, verdeeld word®.Omdat G
met A +Wa o zeen punt gemesn heaftwoiggt C.lad & = 0.

Bewils von b, han de varzameiing B - CHMT woegen we et getal O toe. We
g on aapnemangdat U nog minstans bdn positier gatal bevatyin het andere gaval
i dz stelling triviaal. Wa Bewi jzon agh teresnvolgenst -

A KoAg begrensd, Als fmmers (a.bd TLHT [ dan ook (Ra, wd 3EIM , sodra
. »»:5

T e, he¥at Mo slle gotellen W onae Last & he? zrootess getal uwite
Moadin ’
- & e @ i e
$4 Do snders te prens B oyag MU s pen pEs Daet a s D osen getal uit M 2iin,
“ A ng‘gawikm?‘.ﬁﬂ SN A " "-.nm,m;-nm ke T e Sl gt St 2k AN LWy .1,,1,31?‘.,: L@ T een getal ul 3 Lty
ais alie < a B4 K behoren geidV wihan 0. YWe verornderstellsn au dat or odn

retal 0 M? bosteat,dat kleiner den & is. Omdet MY cpen 15 bestant 2f zeifs esn
interval J oM™ Ldnks van a. Als x alle getullen &7 doorloapt, dan doorloopt
®Oow o ow o alle geballen uld J° M8, 05t v & MY ,xve M™ yolgt fmmers x ¢ x'=
®og e M Stel pu n » Oydan 48 er siseds ase getal b & MY aw cen natuurilie
getal o te vindsn sodst m b @ 07 wat In stridd 1a mebt JP K, Dus w o= O

134 De Jenghe vap Jedsr foteyvei = M s o v Leat J sen intervel zi Ju met lenge
ty vy W Dan 18 o sent wr g Y met W ¥ Ben wan de golallen ® v 1ist
in Jdymasy ook dn B "o Dug kmn J piet geheel tod M hehorsn, (o b

v Als S BI en b owen verdloitinzanunt vee MY is eelds Sede 87

Updat M¥ open Is behoovt voor geschiki gelozen £ O het Intevval (S<5, 8¢5l
gehsel tot M%. Ep 18 eon § wet 0« B<f senath tenminsts één van de ge-
tellen t 2% & FA™ Omdet Sn2 &MY golpt divest & L & ¥ "




Na dem inlemsam!a bwahowingen bepalen we da continue fynctie f{x),dis
aan de voorwsarden van stellimg b zal voldoen. De verzameling M bevat slle
“verdiehtingspunten van M% en 0, De afstand van een punt tot een Vermmeling ge~
¥en we san met @ We definiersn \

-f’em 2 ?M m%m) - g(x, Ml

. s
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We bewé.jzpn na nog dat If xft 2an de vcorwaarden voldoet' |
S & < ! D e 9% &1
j’ ij & het kleinste gatai uit . dat grotew dan g 18.. Dam

dus M‘ﬁ‘ww:u- Nu g@l&t e, e M dus (g -2 )} &M dus f’z 0.
£ls, > = £(0) = 0 en (s} 30
. . ger is dus sen £ met fig'#-‘" }=
{'w&,ﬁg’)ngﬁxﬁ €0 oh w=85% §? 4= £ £). omdat s, e i8 ook
20 oo K= @ k"wﬁ’iﬁw)?w@f‘

31 Als 4 & M ¥ Jdan geldt voor alle x>0 ook j’!:w&} «c‘ﬁﬁ'}
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Gndat P& Ll en YoM Tipb p v 5 o M en bebunrh zen interval om ,
p ot os nog tot MF [ De afstand wan x 0L grogne punten ls grober dan de afstand

Waiy v v 8 tob groepe punten., {;3. VESANE %’f 8 e
Y
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‘ poat® Py
Omdat p€ PL en 940 volgt p+2 & 7 Do afstend wan x tot rode pamw
ften 13 klainev dewn de fstamﬁ van x + 3 e voda punten. Dus “K@w&”} « ﬁx;
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« ing. Ock zoldh nog de velgende si belling (:xmf )
T 0&T &) en

- ged=fintesrd worden dnor x " x(% Ve y



(Een koorde heet positief uls voor ds eindpuntsn geldt xI%)>»¥iI) vem L%}
, Stelling 3 is gelijkwasrdig met de volgende gtelling.
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Een bljzonder geval van deze stelling vindervwe bi) Borsuk 794 ,2is ock

- Alexandroft -Hopf 7 w% o
Eer andere uitbrolding stast als ;problecm in het "Nouwveau Livre Zcossals'

" Propi ./ (29eXi-1946) opgegeven doop B.Kneeter T8 :

Laat ap 5, een k-tal punten F, g, . . Mg egeven zijin. Laat f(p) een ton-
tinue functie sijn die [, afbesldt op esn deel van esen Buclidische B - ..iuq
Bestaat er steeds een k-tal punien q. 4q, ....q . congruent{isometrisch) met
P .gm senoaD legdie 8lle &6n en hetszelfde punt van £ . 4keny to? beeldpunt
hebben? En zoja,hoevesl van sulkes ketallen bestasn eor?
Enkele vesultaten zijn berelnt:

o et punten p. «p, . ». et ondertinge sfgtanden A te vindengzodat
Ve s b | &7 C(S.Kakuteni 157 ).

'f}{@:z‘ ““yf’»% ¢ & g%:} o

10 De stelling 9 {8 eok juist onder de woorwearde dat de afstanden p. p.

%k Pg en p, P. gelijk ziin,moar niol roodzakeldjk %
d» Hire Pernandes " 77 ). -

9 Alg op een bol sen continue functie f{r) gedefinieerd 1s,dan zijn er op
&

We bewlizen stelling 9. Het middeipuni van de bolgl) de esrsprong van
gan reechthoakig assenstelgel de gtraal 24 1. P o {4,0,0)s Pp = (01,0}
P. = (040,1%, Laat G de groep =1jp wed slle rotatias om O,Asn ielere rotatis

W vodgen wo een punt o ¢y van E; toe en wel wa FLOTEN

“rge #[ged F8 s wmaTi/e RN, De tramglformetie .~ . ¢} 18 2en contlpue
efteclding van G in Ej. “ .

We moeten bowljzen,dut er sen - besitaat go dat &7 op de 1lijn 1
{x oy = 2) 1l4gt. Laat = de projertis van E, op het viak v (x + ;; * g =
)’ )ﬁwommx}.ma Dan 18" & «» Gl & Wi gon continue alfhesiding
ver: G {n V. . - .ﬂ

Leat H de ondergroep van G 2iji,1ic bestaat uit alls rotaties cm I
Dete groep is somerf met de groep H ¥ van alle rotatieg van = cm 0. De ele-
‘menten vau H geven we sanm met U de elemeniton van H® met T, Ds hook &

e % §§ 5 P @
wordt so gemeten dat < {in) P 7 8 {8y € o » Lo
Het {8 eanvoudig te ”Wriflwmnﬁdﬁ&““& 2} B 1 AQ‘{y’a} % - 9; ¢
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Stel ou dat’ da stellieg niet waar was. Dan i P
gur dud goun enhel Jueidpuat wen O Bl de o7 e it T i”vgi
ﬁfmeda Ling @9 op m,l@ﬁfﬂgﬁhﬂ $$am anw ST s i

33.‘“‘@"‘@ G A h! Je af a?@{’“ﬁ?ﬂg ‘”*;’,ﬂ tm O,

T E

b
kR meny u‘wa? et punt O nlek vevattan,
i‘ Many een beokende af teliing lﬁmrmyﬁat

o - :
u&@ ledere gesloten kromme H ap ¢ ga*&ﬁﬁ ' o wxwmﬂh
t 2H bomoloog ig mok o Dus is o6l 2 Cy e homes { '
1ﬁwm met < Anp (@), Omdat het omleopsgetal wan t:y )
Qr&ﬁﬁ or O van nul verschillend Lisak e ziju.ziin

We 6P een tegensprask gestult.

Ean gevoly von deze stelling is (Kaa&fanﬁﬁ gy l- ”::}
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Vi m&mmwsmuﬁm aten convexe werzameldn A,
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Mﬁm%

£




6.

rgukl. Drei Sétae fiber die n-dimensionale eusclidische Sphire.
Fund.Math. 20 (1933), p.178. :

2. P.Leyy: Sur une généraiisation du théoréme de Rclle.
- - C.R.Acad.Sci.Faris 198 (193%),p k24/A25,

coff.t.Hopf: Topologie I, p.486.
Berlin 1936

by, Uber ‘die Sehnes ebener Kontinuen und die Sehleifen geschlos-
sener Wege. Comm. Math.Helv. § (1937),p 303 = 319.
5 A proof that there exists a circumscribing cube around any

bounded closed convex sot in R;-
Apn. of Math.(2) &3 (1942}, p. 739 « 744,

’; ‘H.Horls Eine vrrallgemelinerung bekannter Abbildungs-und {iberdeckungs-
siitze. Portugaliae Math.h (1944}, p i29w!§9.

a ffarnandesi Fundioni eontinue sonra une superficie spherica.
ortugaliae Math. 5§ (1948),p 132130

.8, Nouvesgu Livre Ecossals 7 (29-XI-"46); Collequim Math.l {1547)
(w?% 'W} ®
9, Vortrag von H.Hnpf: Einige geomstrische Eigenschaften ste-

T tiger Funktionen. |
Elemente der Math.2 (1947),p 119-120.

R o S B WP S G a 4B T

II. Ben woestijnreis per jeep.
WEmmBEmmaros@Eembe DR wun e
We moeten door sen woestijn sen alstand x afleggen. Indlen we de Jeap vol=
den kunnen we een afstand 1 alleggen. Als x5 1 18 er geen problesm. Als
» ! mosten we eerst onderweg bunkerstations vorwen. We stellen hot probleem
waar we dese bunkerstations moaten kiezen en hoe groot de voorraad aar ieday
.station most zijn om de hale reis met 2o min mogalilk benzine af te leggen.
Barst een ecnvoudig voorbeeld, cm ean ofstand V4 af te leggon kunnen we serst
op afstand /3y esn wvoorrsad '» lading achter laten. De twaede kesf nemen we
-deze Y, mee en kumnnen dan,iss 2{jn fmmers veclgeladen,de astand ¥ nog afleggsn.
Het probleem in deze formnlering is opgelost door N.!.Fine [M17.
Het 1o evenwsl prettigsr te ond-rzoeken wat de grootste afstand is,dle wo med
san gegeven hoeveeiheld benzine af kunnen leggen. We beschou wen e:rst een
nog iets afwljkend prablsem: We vertrekken mst m uvnlgeladen jeeps,don jeep
moet het doel bereiken,ds overige m ~ 1 mogen leog achter gelatan worden. V
(C.G.Pnipps 2] ). Als de karavaan ecn afstand ¥+  heeft afgelegd 18 eon las
ding verbrulkt. Als we ove:laden runnen we hier ¢ jeep achterlaten en met S
m - 1 verder gaan. Het zoun niet zuinig gsweest ziin de Jeaﬁaeerdar achter ts
iaten,want dan hadden we ook benzine achter moeten laten. Hadden we hem echter
nog verder meegenomed,dan 2ou hij nutteloog benzine werbruikt hebben. De tweow
de Jeep wordt natuurlijk na een afstand %5%%4 achtergelaten,ens, Totaal
bereikt de loatste gw@ een afstand Jr ata® - -ty |
:  Al® variatie hierop onderzoeken we hoe ver we kumnen komen als we de
Jeeps niet leeg mchter mogen laten,maar alle op 8én na ntar het uitgangspunt
torug moeten stursn. Op de eerste astappe zijn er dan w uiteen m = {1 thuisrei
~gen. Zodra sen afstand You.s 18 afgelegd,eist het totale verkeer op déze

a2
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émwe 1 lading. We kummen weey beredenersn dat het tijd is om dén jrep texug
te ttoren, Na een afstand fy,.q  wordt de tweede terug gestuurd etc.

¢ lestste jeep bereiki een afstard I+ % ey & - -~ # fame ‘
Dit peabieem is hetzelfde als het in h-t begin gestelde probleem voor &én
jesp. We kunnen lmuers serst met de ene jeep m - 1 keer heen sn werr rijden
oy de eerste etappe,dit heaft hetzelfde. effent al® het rijden van sen kara«
gaan van m = 1 Jjeeps, .

Sto: nu dat de gageven hoeveelheld benzine m-+ 1 ladingen #zijn, 0 <ol & 1
Geformuicerd voor de karavasn zou or dus sen extra jrep mee mosten die nist
volzeladen was. Het iv zaak deze 20 snel mogelijk terug te stufen d.vw.Z. na-

dat de afstand 12, gt 18 afgelagd. Dan sijn er nog m ladingen overywaal-

moe we esn af gtand 1 +f{5 P iaeee %ﬁmakunnen afleggen.lotaal
_ kunnen we dus met m + & ladingen een afstand foll, . -

afleggen. : 2 Aoy ol 2y
&et asymptotisch gedrag van de " o-uo-oRa 0o

ceveslheid benzine nodig om P : E

sen afstand X te overbruggen 2

£ix) 1 .

Aty

"!!k"z - Zf @ #,, ({;(a M}

waarin C de constante van d

Euler is. /i

T

&

1. N.J.Fines The Jeep Probiem. Amer.Math.Monthly 3h (1947 y2%=31.

3. C.G.PRl : The Josp Problems A more gensral golution.
el BB ES Amerie.Math.Montiy 54 (1947);L58-46 2.




IX. @ f'raam»« ma);f wsamme getallm’ah”

i BaStelphaps bewess dat voor het aantal reoate 1'pxmt w binnen fen gee
s}mm mati?“imetﬂbarp Jordankromne J met Lengte galdt®
LR A hierbi) is & het opperviasi van he&; binnsﬁgebmd i
van &’ } jerns bewess }gxwég,mgm% dat woar 4 3w geldie
ey ,m .;‘f’ « 2 Ak e i 3 3‘ ¢ N ,

L e G el o Ol agd O i vowdl il R R ST e -]
w ‘8"’8 i PR en M Nossrzewska dat voor convexe gebieden 1 geldt
“u\*‘- »ﬁf“. AR SR

ﬂ.,mmmx Mamamm mm 1,4 (1987),0.R.de Ju Sowo.Pol.de Math.(sect,
Wronhaw) o 18l b7, e

11 H.Hadw ﬁggf- bew *eai dat als 2, Wf»;%? en p de bovenste grens van B iy,
. e R R ]
LN EVE LBy, er voor leders matuurlijkﬁ n esn getal t,
. D Eeh Y e o P
p tussen O en 9 to vinden is zadat 4 1% 2&” g S
}-i§ "3”"%’17‘} j— g e, o R4 '
X # fZ P O 0 v, ;g.'paif PO
R ‘\‘i, eby (ﬁ“‘ ﬁ@’"g e fw ﬁ '}3 &&é ”‘?71@ }
Daze smli&ng i3 aiet mesr jum% als we & door sen kleinw geml Yy

vangsn. Revista.Mat Higp.Amere. (k) 2 Ci%’*’?‘)gpﬁé%w

111 I. Niven bewees dat de sammame ™0 = 3,1415.,.. = ,:5'%’ met natuurlljke
getal :;gn & en b tot esn contradietis woert,door te onderzosken

g fww fﬂmg'@q Sm “&d&m

: LA 4
Alle af‘gelemm vl ? {nd = M - M glin in x = O geheesl,

partidle integratle leert dat ook I gahesl is.Verder ig I-» O,dus Iun 1

. . % : R R .
Maar P ot2l g P Q‘, g f}) e @ o WP 8



